: @H andemiq cq,tiﬁeirq Carrera: Ing. Naval

o/ tifeire f Asignatura: ALGEBRA LINEAL Y
Lﬁ)’\qﬁf"f.’ SANTIAGO RUSINOL, 4 28040 MADRID ,
'.,}7‘ E www.academiacastineira.com GEOMETRIA

TFS. 91 533 82 01 — 644 43 76 71 . ,
Profesor: Juan Luis Garcia

Espacios vectoriales

1 Espacios vectoriales.

Definicion Sea V' un conjunto dotado de una operacion interna “+7 que llamaremos suma, y sea K un
cuerpo conmutativo que define sobre V. una operacion externa “-7, que llamaremos producto por escalares.

a-aeViaeKya € V

Diremos que (V,+,-K) es un espacio vectorial sobre K, respecto de las operaciones suma y producto
por escalares si se verifican las siguientes condiciones:

1. (V, +) es un grupo conmutativo.

2. El producto por escalares cumple las siguientes propiedades:

211-a =a VaeV
22a-(B-d) = (af)-a Va, 8 eK, Vada eV
(

-, -

2.3 o b) = (a-a@) + (a-b) VacK Va beV

a
24 (@ + B)-d@ = (a-3) + (B3 Vb EKVIEV
Los elementos de V' se denominan vectores y los de K escalares.

Aunque son operaciones distintas la suma de vectores y la de escalares, por comodidad se representan por
el mismo signo. Igualmente omitimos el (.) del producto interno en K. Cuando K = R, el espacio vectorial se
llama real.

Propiedades.-

—

1.VaeV:0-da = 0.
2.VaeK:a-0 = 0.

3.VaeV, VaeK: —(a-d) = (—a)-

S~—
QL
Il
Q
n
Sy
=

4.VaeV,VaeK:a-@a =0 =2a=06a=0.
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Definicién (Subespacio vectorial) Sea (V,+,-K) un espacio vectorial y F' una parte no vacia de V, se
dice que F' es subespacio vectorial de V, si las restricciones a F' de las dos operaciones de V', dotan a F de
una estructura de espacio vectorial, es decir si:

1. (F,+) es subgrupo de (V,+) (V GbeF=d—be F)
2.VaeK, Vie F=a-deF

Teorema (Caracterizacién de subespacios vectoriales) Sea (V,+,-K) un espacio vectorial y sea F
una parte no vacia de V. F es subespacio vectorial de V' si y sélo si:

Va,BeK, Vi,be F=a-a+83-beF

Obsérvese que:

e El vector nulo 0 pertenece a todos los subespacios de un espacio V.

e Un espacio vectorial V tiene como subespacios, entre otros posibles, al conjunto {0}, formado sélo por el
vector nulo, que se llamard subespacio nulo. El mismo espacio V' es un subespacio de si mismo.

Interseccion y suma de subespacios

Definicién (Interseccién de subespacios vectoriales) Sea (V,+, -K) un espacio vectorial. Se definela
interseccion (N) de dos subespacios vectoriales Uy W de V, como el subconjunto de V que verifica:

—

acecUNW «<— ade UNaeW

Teorema La interseccion de un numero cualquiera de subespacios vectoriales de un espacio vectorial V es,
a su vez, un subespacio vectorial de V.

La unién de subespacios de un espacio vectorial V', en general no es un subespacio de V.
Definicién (Suma de subespacios) Sea (V,+,K) y sean Uy y Us dos subespacios de V. Se llama
suma de Uy y Us al conjunto, que se denota Uy + Us:

U, + Uy = {ﬁ1+ﬁ2/ﬁ1 EUl, 'LTQGUQ}

Teorema FEl conjunto Ui+ Us es un subespacio de V; es mds, se trata del menor de todos los subespacios
que contienen a Uy y Us.

Definicién (Suma directa) Sean U; y Us subespacios de un espacio vectorial (V,+, K)y sea L CV,

U1+4Us es suma directa de L, lo que se denota poniendo U@ Us= L, si se verifica que U+ Uy = L y
u,nu, = {0}

Si L =V a los subespacios Uy, Uy se les denominan subespacios suplementarios.
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2 Dependencia e independencia lineal

Combinacién lineal. Subespacio generado por un conjunto de vectores

Definicién (Combinacién lineal) Sea (V,+,-K) un espacio vectorial. Se llama combinacién lineal de
los vectores ¥, Vs, ..., Up €V a todo vector & de V de la forma:
r = /\1171 + )\2172 + ...+ >‘p ﬁp, con )\1, )\2, ceny )‘p € K.

Definicién (Subespacio vectorial generado por un conjunto de vectores) Consideremos (V,+, K)
un espacio vectorial y sea H = {th, Vs, ..., T} C V.

El subconjunto {\vh + Xtz + ... + X0, / A1, A2, ..., Ap € K} se denomina variedad lineal generada
por el conjunto H. Se suele escribir L(H) o (H).

Se demuestra facilmente que L(H) es un subespacio vectorial de V' que recibe el nombre de subespacio
vectorial generado (o engendrado) por ¥, ¥, ..., Tp.

Independencia lineal. Sistema de generadores

Definicién (Dependencia lineal) Sea H = {¥}, Us, ..., U,} un sistema de vectores de un espacio vectorial V
sobre un cuerpo K.

e Se dice que H es un sistema linealmente independiente o sistema libre, si la unica combinacion lineal
de ellos que vale 0 es la que tiene todos sus coeficientes nulos; esto es, si

VYD1 + Aol + oot AT =0y A, Ao, oo dp €K = M=o =..= X, =0

e Se dice que H es un sistema linealmente dependiente o sistema ligado si no es un sistema libre, esto
es, si existen algunos escalares A1, Az, ..., Ap, no todos nulos tales que \U1 + AoV + ... + A\pt, = 0.
Se dice que un vector depende linealmente de otros si es combinacion lineal de éstos.

Propiedades

1. El vector 0 es combinacién lineal de cualquier familia de vectores. Por tanto, si un sistema contiene al
vector nulo, entonces el sistema es ligado.

2. Un sistema de vectores es ligado si y s6lo si alguno de sus vectores depende linealmente de los demés. Por
tanto, si @ # 0, entonces el sistema S = {@} es libre. Un sistema {u, v}, formado por dos vectores, es
ligado si y sélo si uno de ellos es proporcional al otro.

3. Si un sistema S de vectores es libre, entonces también lo es cualquier sistema que resulte de prescindir de
alguno de los vectores de S.

4. Si un sistema S de vectores es ligado, entonces también lo es cualquier sistema que resulte de anadir algin
vector a S.

Definicién (Sistema de generadores de un espacio o subespacio vectorial) Sea (V,+,K) un es-
pacio vectorial y L C'V un subespacio vectorial. Se dice que los vectores {U1, Vs, ..., ¥} de L son un sistema
de generadores del subespacio vectorial L, siy sdlo si, todo vector de L es combinacidn lineal de {1, U, ..., Up}.

Teorema (Teorema Fundamental de la independencia lineal) Sea (V, 4+, K) un espacio vectorial yL C
V' un subespacio vectorial que estd generado por un cierto sistema G = {iy, Uy, ..., Up}. Si I = {¥, Vs, ..., Up}es u
n sistema libre de vectores de L entonces se verifica que h < p.
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3 Base y dimensién

Definicién (Base de un espacio o subespacio vectorial) Sea (V,+, -K) un espacio vectorial y L un
subespacio vectorial de V. Diremos que el sistema H = {1, Uy, ..., 4,} C L es una base de L si y sdlo si
verifica:

1. Forman un sistema de generadores de L.

2. Son linealmente independientes.

En el espacio vectorial R™, los vectores:
& = (1,0,..,0), & = (0,1,0,...,0), ..., & = (0,0,..., 1)
forman una base que se llama base canénica de R™
Teorema (Teorema de existencia de la Base) Sea (V,+,-K) un espacio vectorial de tipo finito (es

decir, generado por un nimero finito de vectores) y sea L C 'V, L # {6} subespacio vectorial. Cualquier sistema
generador de L incluye una base. En consecuencia, todo subespacio vectorial de tipo finito posee alguna base.

Teorema (Teorema de la dimensién) Sea (V,+, - K) un espacio vectorial de tipo finito y L un subespa-
cio vectorial de V. Todas las bases de L tienen igual nimero de vectores. A este nimero se le llama dimensién
del subespacio L y se representa por dim(L).

Se conviene en que el espacio {0} tiene dimension 0.

Teorema Sea (V,+,-K) un espacio vectorial de tipo finito y L un subespacio vectorial de V.
Si S = {Uy, Uy, ..., Up} es un sistema de vectores de L, entonces se verifica que:

1. 51 8 es un sistema generador de L, entonces p > dim(L).
2. Si S es un sistema libre , entonces p < dim(L).
3. Si S es generador de L y dim(L) = p, entonces S es base de L.

4. Si S es libre y dim(L) = p, entonces S es base de L.

Por tanto, la dimensién de un subespacio vectorial L es el nimero maximo de vectores de L linealmente
independientes. Ademads, la dimensién de L es el nimero minimo de vectores de un sistema generador de L.

Teorema (Teorema de la base incompleta) Sea (V,+,-K) un espacio vectorial de di-mensién n, {€1, €, ..., €n}
una base de V y el conjunto S = {1, s, ..., Uy} un sistema libre de vectores deV, donde p < n. Entonces existe
algiin sistema S’ de n — p vectores de V, tal que SU S’ sea una base de V. Esmds, los vectores de S’ se pueden tomar
de entre los de una base cualquiera {1, @, ..., €,} de V.

Teorema (Férmula de Grassmann) Si U; y U son dos subespacios de un espacio vectorial de dimension finita
, se verifica:

dzm(Ul) + dzm(Ug) = d’Lm(U1+U2) + dim(UlﬁUg)
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Coordenadas de un vector. Unicidad

Lo que hace del concepto de base algo realmente 1til es que, recurriendo a ellas, cualquier vector queda identi-
ficado mediante los coeficientes de la uinica combinacién lineal que lo expresa en funcién de los vectores de la
base. A estos coeficientes se les llama coordenadas. En un espacio vectorial de dimensién finita, si se dispone
de una base, conocer un vector viene a ser lo mismo que conocer sus coordenadas.

Teorema (Unicidad de la expresién de un vector en una base) Sea (V,+,-K) un espacio vector-

ial. Todo wvector de un subespacio vectorial L C 'V, L # {6} se expresa de manera unica como combinacion
lineal de los vectores de una base de L.

Definicion Sea V espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo K y L C V, L # {6} un

subespacio vectorial de V. Dada una base B = {€1, €,..., €,} de L, (segin el teorema anterior) para cada
T € L existen unos unicos escalares 1, T3, ..., T, € K tales que T = x1€1 + ... + x,€,. Entonces se dice que la
n-upla (x1, 2, ..., x,) son las coordenadas del vector T en la base B.

Rango de un conjunto finito de vectores

Definicion Se llama rango de un sistema S con un numero finito de vectores de un cierto espacio
vectorial V, y se denota por rg(S), a la dimension del subespacio que engendra S.

Es decir rg(S) = dim(L(S)) =ntimero méximo de vectores linealmente independientes que hay en S y, en
consecuencia, la familia S = {1, ds, ..., U, } es libre si y sélo si su rango es igual al nimero p de vectores que lo
forman.

Ademids, en un espacio vectorial de dimension finita n, un sistema de vectores es generador si y s6lo si su rango
es n.

Ecuaciones paramétricas e implicitas de un subespacio vectorial

Sea (V,+, K) un espacio vectorial de dimensién n. Consideremos una variedad lineal (o subespacio vectorial)
U generado por los vectores {uy, Us, ..., Ug }. Sabemos que Z € U, entonces & = A\jtiy + ... + A\gtg. Si cada vector

lo referimos a la base {€;, €5, ..., €,} de V', y desarrollando la expresién, obtendremos:
T == )\111,11 + )\2?1,21 + ...+ Ak:“fk:l
Ta = AUz + AU + ..+ Apuge

(1)

Tn = AMUin + AoUzn + oo+ ApUpn

A las ecuaciones (1) se le llaman ecuaciones paramétricas de la variedad lineal U.

Eliminando pardmetros en las ecuaciones (1), aplicando el método de Gauss y considerando como incégnitas
los pardmetros A; obtendremos n—k relaciones entre las componentes (z1, xa, , ..., Z, ), que se llaman ecuaciones
implicitas de U.

Se verifica la siguiente relacién:

N¢ de ecuaciones implicitas linealmente independientes de U = dim V' — dim U.
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4 Cambio de base en un espacio vectorial

Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre un cuerpo K. Hemos visto que cualquier vector & queda
determinado de manera tinica conociendo un sistema de coordenadas respecto de una base de V. Ahora bien, si
elegimos otra base de V', & tendra otras coordenadas distintas a las anteriores.

1, Qué relacion guardan las coordenadas del vector respecto de ambas bases 7

Este problema se podré resolver si se conocen las relaciones de dependencia entre los vectores de las dos
bases, es decir, cuando se conozcan las coordenadas de los vectores de una base respecto de los de la otra.

Sean B = {u, Ua,..., Un}, B = {01, ¥s,..., U} bases de V. Supongamos que 0; = a1t + ajots +
.+ @i, = Y jauu; (5 = 1, ..., n). En estas condiciones, cualquier vector © € V puede expresarse
en una u otra base de la siguiente manera:

En B, ¥ = zdy + 2ty + ... + xpt, = E ;U

/ o d g ! = ! = ! =
En B, & = 2101 + x50 + ... + 2,0, = E T;Uj

donde (x1, @2, ..., ¥,) son las coordenadas de & en la base By («}, x4, ..., x,,) son las coordenadas de & en
la base B’. En consecuencia:

n n

/= /=
g iU = E E a”ul = g Q3iTiU; = E g a:a” i E ;U
j=1 j=1 V=l i=1

ij=1

es decir:
n
£ 4
E a’ﬂTJ’ i/l S 1, Lo TV
j=1

que son las relaciones buscadas entre ambas coordenadas. Explicitamente:

! ! /
Ty = anTy + a1y + ...+ ap1T,
/ / /
Ty = Q12T] + G23%9 + ... + ap2T,
/ / /
Tn = Q1nTy + A2nTo + /o + Apn Ty,

Estas ecuaciones se denominan ecuaciones del cambio de base de B a B’.



